Menentukan Nilai Eigen dan Vektor Eigen dari Matriks Tridiagonal by Sari, N. M. (Nur) et al.




 MENENTUKAN NILAI EIGEN DAN VEKTOR EIGEN DARI MATRIKS 
TRIDIAGONAL 
 
Nur Meliana Sari *1 , Sri Gemawati 2 , Asli Sirait 2  
 
*1 Mahasiswa Program S1 Matematika 
2 Dosen Jurusan Matematika 
Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam 






This article discusses how to obtain eigenvalues and their corresponding eigenvectors of 






























































where  ,  , b are number complex and   is mapping from a set of integer from 1 to 
n-1 into a nonnegative integer. 
 




Artikel ini mendiskusikan cara menentukan nilai eigen dan vektor eigen yang 






























































dengan  ,  , b  bilangan kompleks dan   adalah pemetaan dari himpunan bilangan 
bulat 1 sampai 1n  ke himpunan bilangan bulat yang berbeda dengan nol.  
 




Matriks adalah himpunan bilangan-bilangan yang disusun secara empat persegi panjang 
menurut baris dan kolom. Dalam matematika matriks dapat digunakan untuk menangani 
model-model linear, seperti mencari penyelesaian sistem persamaan diferensi dengan 
himpunan-himpunan dari beberapa persamaan diferensi yang diubah ke dalam bentuk 
matriks, sehingga bentuk matriks tersebut dapat diubah ke dalam bentuk persamaan 




nilai eigen atau nilai karakteristik dengan matriks yang berukuran nn  (matriks bujur 
sangkar). Pada artikel ini penulis akan membahas tentang menentukan nilai eigen dan 





















































      
dengan  ,  dan b  bilangan kompleks.  

















ca jj    (1) 
dengan 
21 , dd  merupakan akar-akar polinomial karakteristik. Jika   adalah pemetaan 
dari himpunan bilangan bulat 1 sampai 1n  ke dalam himpunan bilangan bulat yang 




























































.     (2) 
Tulisan ini merupakan review sebagian artikel S. Kouachi yang berjudul “Eigenvalues 
and Eigenvectors of Tridiagonal Matrices”[2]. 
 
2. Menentukan Nilai Eigen dan Vektor Eigen dari Matriks Tridiagonal 
Sebelum mendiskusikan penentuan nilai eigen dan vektor eigen dari matrik pada 
persamaan (2) terlebih dahulu diberikan definisi tentang nilai eigen dan vektor eigen.  
Definisi 1 [1:h.277] Misalkan A  adalah matriks berukuran nn  ( dengan elemen-
elemen real atau kompleks ), maka vektor tak nol x  di dalam nR  dinamakan vektor 
eigen dari A  jika Ax  adalah kelipatan skalar dari x , yakni, 
xAx  , 
untuk suatu skalar  ( real atau kompleks ). Maka   dinamakan nilai eigen atau nilai 
karakteristik dari A  dan x  dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan  . 
Selanjutnya akan dibahas nilai eigen dan vektor eigen dari matriks tridiagonal 
(2) yang mana untuk kasus 0   matriks  nA  dan polinomial karakteristiknya  
 n  dinotasikan berturut-turut dengan  
0
nA  dan  
0
n  dan untuk kasus 0  dan 
0 , dinotasikan berurut-turut dengan nA  dan n . Untuk menentukan nilai eigen dan 






2 ddddY   dengan  bY ,    (3) 
dan untuk pembahasan lanjutan diperlukan Teorema 2 berikut. 




Teorema 2 [2] Asumsikan 021 dd , nilai eigen dari matriks )(nA  yang diberikan 
persamaan (2) adalah bebas dari entri-entri  1,...,1,,  nica ii  dan bebas dari 
pemetaan   selama kondisi persamaan (1) terpenuhi, dan polinomial karakteristik 
diberikan oleh 


















bila 12  mn  adalah bilangan ganjil dan 
   



















bila mn 2  adalah bilangan genap. 
 Misalkan komponen vektor eigen     nkk ,...,1,   yang bersesuaian dengan 
nilai eigen nkk ,...,1,   dan dinotasikan dengan 
    njkj ,...,1,   adalah solusi dari 
sistem persamaan linear 
 
     
     









































       (6) 
dengan Yk   diberikan oleh persamaan (3) dan nkk ,...,1,   adalah solusi dari 
persamaan 
      0sin1sin 222121  kkkk mddmdd      (7) 
bila 12  mn  adalah bilangan ganjil dan 
       01sinsin1sin
2
12
221  kkkk m
d
d
mdmdd      
bila mn 2  adalah bilangan genap. 
Karena sistem persamaan (6) bergantung linear maka dengan mengeliminasi 
persamaan pertama pada sistem (6) diperoleh sistem persamaan berukuran 









































































































.    (8) 
Berdasarkan persamaan (4) dan (5) untuk 0  dan n  diganti dengan 1n  diperoleh 
determinan dari sistem (8) , yaitu 
   















    
bila 12  mn  adalah bilangan ganjil dan 
   






















     
bila mn 2  adalah bilangan genap, untuk semua nk ,...,1 . 




Penyelesaian sistem persamaan (8) menggunakan Aturan Cramer diperoleh 
    














       (9) 
dengan 
 































































nknj ,...,1,,...,2  . Dengan mempertukarkan 2j  kolom pertama dengan 1j  
kolom pertama dan menggunakan sifat determinan diperoleh 
      















       (10) 
dengan 
   kj  merupakan determinan dari matrik 
    
   





























































































   
dan 
 

























































adalah matriks tridiagonal berorde jn  yang berbentuk persamaan (2) dan memenuhi 
kondisi (1). Jadi 




j STC  1        (11) 




aa   111  
 
untuk nj ,...,2  dan nk ,...,1 , dimana 
   k jn  diberikan oleh persamaan (4) dan (5) 





 sehingga diperoleh 
persamaan berikut 












































































jika n  bilangan ganjil, untuk semua nj ,...,2  dan nk ,...,1 . Subtitusikan (11) dengan 
(12) diperoleh 





















    dan .,...,1 nk    (13) 
Subtitusikan juga persamaan (9)-(13) sehingga diperoleh 
        
       









































































































jika n  ganjil, dan untuk semua nj ,...,2  dan nk ,...,1  dengan  







  ,      (15) 
Yk   
dan k  masing-masing diberikan oleh (3) dan (7). 
Kasus khusus untuk kasus pada matriks tridiagonal )(nA  ketika n  ganjil: 
Misalkan dinyatakan  






      (16) 
dengan   j  diberikan persamaan (15). 
Selanjutnya nilai eigen dan vektor eigen dari matriks tridiagonal )(nA  diberikan pada 
Teorema 3. 
Teorema 3 [2] Jika 0  , maka nilai eigen   nkk ,...,1,   dari matriks 
tridiagonal )(nA  yang diberikan persamaan (2) adalah bebas dari entri-entri 
 1,...,1,,  nica ii  dan bebas pemetaan    selama kondisi persamaan (1) terpenuhi 


































 .     
Vektor eigen yang bersesuaian 
             1,...,1,,...,1  nk
tk
n
kk   
diberikan oleh 


































     
dan  




















      































Bukti : (Lihat [2]). 
  
Teorema 4 [2] Jika 2d  dan 1d  atau 1d  dan 2d , nilai eigen 
  nkk ,...,1,   dari matriks yang berbentuk  nA  yang diberikan persamaan (2) 
adalah bebas dari entri-entri  1,...,1,,  nica ii  dan bebas dari pemetaan   selama 




































 .    (17) 
Vektor eigen yang bersesuaian 
             nktknkk ,...,1,,...,1    diberikan oleh 
      
   























































1,...,1  nk dan  


















nj ,...,1 , ketika 2d dan 1d  dan 
      
   























































1,..,1  nk  dan 















































.                                       (20) 
 




Bukti : Pertama, ditunjukkan nilai eigen dipersamaan (17) untuk 0   dan kondisi 































































 Ybn   




1   
 




1   
  2  bn  







































Selanjutnya akan ditunjukkan eigen vektor yang bersesuaian dengan nilai eigen 
persamaan (17). Dengan menggunakan persamaan (14) untuk 
2d , 1d  dan 
 


































 Jika  j  ganjil maka 
    
       





















































karena kk bY    diperoleh 
   





































         












































dari persamaan (16) diperoleh 
    
         kkkj
k
j xbdxd  sin1sin 12  . 




 Jika j  genap maka 
    











































































     
karena kk bY    diperoleh 
    











































































































dari persamaan (16) diperoleh 
   











































    
   





















































Dengan cara yang sama akan ditentukan  untuk 
1d , 2d  dan 


































Jika  j  ganjil maka 
       





















































karena kk bY    diperoleh 





































        












































dari persamaan (16) diperoleh 
         kkkj
k
j xbdxd  sin1sin 12  . 




Jika j  genap maka 












































































karena kk bY    diperoleh 











































































































dari persamaan (16) diperoleh 















































   




















































Untuk membuktikan k  pada persamaan (20) digunakan persamaan (5) dan 












































































 .      ■ 
 
Teorema 5 [2] Jika 
2d  dan 1d  atau 1d  dan 2d , nilai eigen 
  nkk ,...,1,   dari matriks berbentuk  nA  yang diberikan persamaan (2) adalah 
bebas dari entri-entri  1,...,1,,  nica ii  dan bebas dari pemetaan   selama kondisi 





































     
Vektor eigen 
             nktknkk ,...,1,,...,1    diberikan oleh (18) dan 






























      
nj ,...,1 , ketika 2d dan 1d  dan (19) dan 





























      


































































































1  , 5b , 24  dan 63 . 
Nilai eigen yang diperoleh dari matriks di atas dengan menggunakan persamaan (17) 
adalah 


























































  99,799,125246357  , 
dan vektor eigennya yaitu: 
untuk 37,161   




































































































































































dan untuk vektor eigen lainnya dicari dengan cara yang sama. 
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